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考虑剪力滞效应和附加轴力的箱梁自振分析 
 

李梦瑶  
 (昆明理工大学 建筑工程学院，云南 昆明  650500) 

 
摘  要：为了研究箱梁在纵向静力平衡和剪力滞效应共同影响下的自由振动特性，根据能量变分原理，推导出简

支梁自由振动微分方程和边界条件。利用 Matlab 软件编程进行求解，并将其求解值与初等梁理论、ANSYS 有限

元方法、考虑剪力滞效应的计算结果进行对比分析。研究结果表明：推导公式与有限元方法等的计算结果一致，

精度可靠，但纵向附加轴力会使得简支箱梁相对刚度减小，导致结构的自振频率降低，剪力滞效应对自振频率的

影响随着振型阶数的升高和跨宽比的减小逐渐增加。 
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The natural vibration analysis of box girder considering shear lag effect and 
additional axial force 

 
LI Meng-yao 

(Construction Engineering College, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650500, China) 

 

Abstract: In order to study the free vibration characteristics of box girder under the joint influence of 
longitudinal static equilibrium and shear lag effect, the free vibration differential equation and boundary 
conditions of simply supported beam are derived according to the energy variation principle.TheMatlab 
software is used to solve the problem and compare with the Elementary beam theory, the ANSYS finite 
element method and the results obtained considering the shear lag effect.The results show that the 
calculation results are consistent with the finite element calculation results and the accuracy is reliable. 
It is also found that the longitudinal additional axial force will reduce the relative stiffness of the simply 
supported box girder, which will lead to the decrease of the self-vibration frequency.With the increase of 
mode order and the decrease of span-width ratio, the effect of shear hysteresis on the frequency of 
self-vibration increases gradually. 
Key words: principle of energy variation; additional axial force; effect of shear lag; natural vibration; 
finite element analysis 

 

箱梁因自重轻、施工方便等优点被广泛应用于

桥梁建设中。因为箱梁截面非实心，所以箱梁截面

的应力分布较复杂，剪力滞效应尤为突出。当箱梁

承受竖向荷载产生竖向挠曲变形时，上、下翼缘板

产生剪切变形，而腹板在上、下翼缘板之间传递剪

力流过程中，由于应力集中，导致翼缘板纵向位移，

沿桥宽方向产生不均匀的变化，这种现象叫剪力滞

效应。所有箱梁结构的动力分析都要求对其剪力滞

效应进行分析，因此，许多学者对此进行了大量的

研究。吴有俊等[1−2]人基于实际变形下中性轴和形

心轴的重合，根据能量变分原理进行推导，得到了

考虑剪力滞效应的简支梁强迫振动微分方程及其

边界条件。蔺鹏臻等[3−5]人根据简支梁的纵向静力

平衡条件进行推导，得出了附加轴力的表达式，并 
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研究了其对剪力滞效应的影响。潘旦光[6]等人采用

模态摄动法求解出简支薄壁箱梁自由振动解析解，

根据简支梁振动模态提出了模态剪力滞系数的概

念，并建立了剪力滞效应与自振频率之间的关系。

蔡恒[7]等人根据能量变分原理推导出曲线梁桥的自

由振动微分方程，并假设位移场函数为正弦函数，

对微分方程近似求解。刘建新[8]等人利用能量变分

法推导出简支梁强迫振动方程，建立了微分方程解

的差分格式，讨论了差分格式的准确性。甘亚南[9−11]

等人根据能量变分法推导出简支曲线梁和连续梁

的弯曲振动方程和边界条件，利用 Matlab 软件编程

求解得到了固有频率。目前，针对桥梁静荷载作用

下的剪力滞效应已经获得许多研究成果[12−14]，而且

多数桥梁的动力响应中多数考虑了地震作用[15]，但

是同时考虑动剪力滞效应和纵向静力平衡的研究

鲜见。因此，作者基于能量变分原理，拟在纵向位

移函数中增加全截面均匀纵向位移，推导出同时考

虑剪力滞效应和纵向静力平衡的简支箱梁自由振

动微分方程，并根据假设模态法对微分方程分离参

数，利用 Matlab 编程求解自振频率，并与初等梁理

论、ANSYS 有限元建模和考虑剪力滞效应的计算

结果进行对比分析。 
 

1  模型建立 
 

1.1  基本假定 
为了便于分析，忽略部分影响较小的因素，并

做出假设：①考虑剪力滞效应时，截面中性轴仍然

通过截面形心；②不计阻尼的影响，所有材料均处

于线弹性状态；③翼板纵向位移沿宽度方向按 3 次

抛物线分布[16]；④箱梁截面处于对称弯曲状态。 
分析的箱梁截面尺寸如图 1 所示。在图 1 中，

b1,b2,b3,b4 分别为顶板宽度、悬臂板宽度、底板宽度、

腹板高度；h1,h2,h3,h4 分别为顶板厚度、悬臂板厚度、

底板厚度、腹板厚度；坐标轴采用直角坐标轴，x
轴为纵向，y 轴为横向，z 轴为竖向。 
1.2  振动微分方程及边界条件 

当 i=1 时，表示顶板；当 i=2 时，表示悬臂板；

当 i=3 时，表示底板；当 i=4 时，表示腹板。箱梁

的纵向位移函数为：  
( , , , ) ( , ) ( )i i iU x y z t Z w f y z u x  。         (1) 

 
式中： ( , , , )iU x y z t 为箱梁的纵向位移函数；Zi 为各

个板到形心的距离；w 为竖向挠度；
ww
x

 


；u(x) 

为剪力滞效应引起的附加纵向位移； ( , )if y z 为 u(x)
的分布函数。 
 

 

图 1  截面尺寸 

Fig. 1  Section size chart 
 

考虑到简支梁截面纵向静力平衡，由于中性轴

与形心轴偏离产生轴力，因此，用附加轴力来进行

平衡，将附加轴力引起的纵向位移均匀分布在全截

面上。附加轴力的作用下，箱梁的纵向位移函数为： 
 

( , , , ) ( , ) ( )i i iU x y z t Z w f y z u x    。      (2) 
 

其中， 
3
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            
              
            
  

；

；

；

。

 

 
式中： 为由轴力引起的纵向位移；y 为箱梁截面

待求点的 y 坐标。 
正应变： 

1 1

2 2

3 3

4

( , ) ( ) , 1
( , ) ( ) , 2
( , ) ( ) , 3
, 4

i
i

Z w f y z u x i
Z w f y z u x iU
Z w f y z u x ix
Z w i









     
                
     

；

；

；

。

  (3) 

式中：
2

2= ww
x




； ( ) uu x
x
 


；
x
 


。 

切应变： 

1

2

3

( , ) ( ), 1

( , ) ( ) , 2

( , ) ( ) , 3
0, 4

i
i

f y z u x i

U f y z u x i
y f y z u x i

i



   

      

   


 

；

；

；

。

           (4) 
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式中： 1
1

( , )( , ) f y zf y z
y

 


； 2
2

( , )( , ) f y zf y z
y

 


；

3
3

( , )( , ) f y zf y z
y

 


。 

根据材料力学中轴力的定义，可得： 
4

1
d 0

i
iA

i
N E A



   

 4

1
d ( , ) ( )d

i i
i iA A

i
EZ w A Ef y z u x A



     。 

 (5) 
式中：E 为弹性模量；A 为箱梁截面的面积。 

由于截面中性轴通过截面形心，则截面对形心

轴 的 静 矩 为 0 ， 可 得 d 0iA
EZ w A  。 明 显

( , ) ( )d 0
A

Ef y z u x A  。因此，附加轴力为： 

d ( , ) ( )d
A A

N E A Ef y z u x A     附 。      (6) 

则： 
d ( , ) ( )d

A A
A f y z u x A      

  
3

1
1

1 ( )
A

yZ u x
b

           
    

  

        
3

1 2
2

2
1 ( )b b yZ u x

b

        
   

 

        
3

3
3

1 ( )dyZ u x A
b

       
    

。        (7) 

其中，式(7)对 y 积分，可得： 

3 3 1 1 2 2
3d ( ) ( )
4A

A A Z A Z A Z A u x       。 (8) 

式中：A1 为顶板的横截面积；A2 为悬臂板的横截面

积；A3 为底板的横截面积。 

由于静矩 di iS Z A  ，则： 

1 2 33 ( )
4

S S Su x
A


    。              (9) 

令 1 2 3
3 ( )

4
S S S

A
     ，得： 

 
( )u x  。                           (10) 

顶板应变为： 
2 2

1 1 1
1 ( )d
2

V E G V    

2 2
1 1

1 9[ ( ) ( )
2 14

E I w I u x     

2 2
1 1

3( ) ( )
2

u x A I w u x      

2
1 1

32 ( ) ( )
2

S w u x S u x      

        2
12

1

9 ( ) ]d
5

GI u x x
Eb

。                     (11) 

式中： 2di iI Z A  。 

同理可得，悬臂板应变能为： 
2 2

2 2 2
1 9[ ( ) ( )
2 14

V E I w I u x     

2 2
2 2

3( ) ( )
2

u x A I w u x      

2
2 2

32 ( ) ( )
2

S w u x S u x      

2
22

1

9 ( ) ]d
5

GI u x x
Eb

。               (12) 

底板应变能为： 
2 2

3 3 3
1 9[ ( ) ( )
2 14

V E I w I u x     

2 2
3 3

3( ) ( )
2

u x A I w u x      

2
3 3

32 ( ) ( )
2

S w u x S u x      

2
32

1

9 ( ) ]d
5

GI u x x
Eb

。                 (13) 

腹板应变能： 
 

2 2 2
4 4 4[ ( ) ( )

2
EV I w u x A     

42 ( ) ]dw u x S x  。                  (14) 
 
箱梁的动能(仅考虑竖向振动)： 

    
21 ( , ) d

2
wT m x t x
t

     。               (15) 

式中：m(x,t)为单位长度的质量。 
外荷载所做的功为： 

    dW Pw x  。                         (16) 

式中：P 为外荷载。 
箱梁应变能：  

1 2 3 4+V V V V V   。                   (17) 

根据哈密顿原理，可知：  
( )d d 0T V t W t     。              (18) 

 
式中：δ为变分符号。 

整理可得振动微分方程为：  
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(4)
1 2 3

3 ( ) ( )
4

mw EIw E I I I u x      

1 2 3 4( ) ( ) 0E S S S S u x P      。          (19) 

2
1 2 3

9 ( ) ( ) ( )
14

E I I I u x E Au x      

1 2 3 1 2 3 4
3 ( ) ( )
4

E I I I w E S S S S       

1 2 3
3 ( ) ( )
2

w E S S S u x      

31 2
2 2 2

1 2 3

9 ( ) ( ) 0
5

II IG u x
b b b

                (20) 

式中：
ww
t





 ；
2

2
ww

t





 ；
3

3= ww
x




；
4

(4)
4= ww

x



；

1 2 3 4I I I I I    ；
2

2( ) uu x
x
 


；
3

3( ) uu x
x
 


。 

边界条件为： 

21 2 3

1
1 2 3 4

21 2 3

1
1 2 3 4

1 2 3

2
1 2

3 1 2 3

4

3 ( ) ( )
=04

( ) ( )

3 ( ) ( )
04

( ) ( )

9 ( ) ( )+
14

3( ) (
4

) (

)

xEIw E I I I u x
w

xE S S S S u x

xEIw E I I I u x
w

xE S S S S u x mw

E I I I u x

E Au x E I I

I w E S S S

S w









       
 

    
       
 

     

 

   

    





；

；

2

1

1 2

3

( ) 0
3 (
2

) ( )

x
u x

x
E S S

S u x
















  
 
 
 
   
 

   
 

 
  

。
 

(21) 
1.3  振动方程求解 

由方程(19)可得： 
(4)

1 2 3 1 2 3 4

( )
3 ( ) ( )
4

P mw EIwu x
E I I I E S S S S 

  
     


。 

(22) 
(6)

(5)

1 2 3 1 2 3 4

( ) 3 ( ) ( )
4

P mw EIwu x
E I I I E S S S S 

  


     

 。 

(23) 

式中：
2

2
PP

x
 


；
4

2 2
ww

x t
 
 

 。 
 
将(22)，(23)代入(20)， 
因研究箱梁的自振分析，则 P=0。 
令： 

1 1 2 3sI I I I   ， 31 2
2 2 2 2

1 2 3
s

II II
b b b

   ， 

1 2 3aS S S S   ， 1 2 3 4bS S S S S    ，可得： 

2
1

9 3
14 2s aEI E A E S     

 

(6)
(6)

1

1

3
3 4
4

s

s b

mw EIw EI w
EI E S

 
 




 

(6)
2

9
5b sE S w GI 

(4)

1

0
3
4 s b

mw EIw

EI E S

 





。    (24) 

式中：ω0 为振幅；N 为振型阶数；l 为跨长；ωN为

固有角频率；t 为时间；θ为初相角。 

设 0
πsin sin( )N

Nw x t
l

     
 

代入控制方程

(27)可得： 
 

2
1

9 3
14 2s aEI E A E S      

 

2 6
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0 0
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π π[ ]

3
4

N
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N Nm EI
l l
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  



       
    


 

1
π 3sin sin( )

4N N s
N x t EI
l

      
 

 

6

0
π πsin sin( )N N

N N x t
l l

  
          

     
 

6

0
π πsin sin( )b N N

N NE S x t
l l

   
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4
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2

1

π
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35
4

N

s
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Nm EI
l

GI
EI E S

  


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l
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 

。           (25) 

要使式(25)恒等于 0，只需令 
2

1
9 3
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NEI E S
l

     
  

 



                                 交    通    科    学   与    工    程                            第 36 卷 

 

98

4
2

2

1

π

9 035
4

N

s

s b

Nm EI
l

GI
EI E S





     
    


。      (26) 

 

    令： 1 1
3 ,
4 s bK EI E S  2

2 1
9

14 sK EI E A    

3
2 aE S 。即可得到： 
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2

2 1
2 1 1

2

2 2
1

9 π π
5
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5

s
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s

EI K N NGI EI K EIK K l l
mN EIK GI

l K



              
     

   

。 

 (27) 
 

2  算例及结果 
 

某混凝土简支箱形截面梁如图 1 所示，其尺寸

参数及材料参数为：泊松比为 0.3，弹性模量 

E=3.5×1010 Pa，b1=3 m，b2=3 m，b3=3 m，b4=3 m， 
h1=0.3 m，h2=0.3 m，h3=0.3 m，h4=0.3 m，密度为

2 500 kg/m3。采用 ANSYS 有限元软件和 Matlab 程

序，对不同跨宽比的简支箱梁自振频率进行计算，

并与初等梁理论和考虑剪力滞效应变分法的计算

结果进行比较，见表 1。 
由表 1 可知，考虑剪滞和轴力的计算结果，与

初等梁理论和考虑剪力滞效应的相比，更接近有限

元的。跨宽比为 3.33 时，振型阶数从一阶到四阶，

采用推算方法，计算出自振频率分别为 20.170, 
72.106,145.115,236.248 Hz，均小于初等梁理论和考

虑剪力滞效应的结果。表明：考虑剪力滞效应和附

加轴力修正的解析解，能够与 ANSYS 有限元解吻

合。ANSYS 有限元建模过程中，采用 BEAM188
单元和自底向上的建模方式，约束条件为简支约

束，进行模态分析。 
根据不同跨宽比的箱梁结果见表 2。由表 2 可

知，附加轴力对自振频率计算精度的影响，跨宽比 
 

表 1  各计算方法的自振频率(单位：Hz) 

Table 1  Frequency comparison of natural vibration (unit: Hz) 

梁长/m 跨宽比 
有限元 初等梁理论 

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ 

10 1.67 69.482 206.100 425.380 709.440 83.272 333.088 749.449 1332.35 

15 2.50 33.789 111.810 206.100 305.230 37.010 148.039 333.088 592.157 

20 3.33 19.726 69.482 134.510 206.100 20.818 83.272 187.362 333.088 

25 4.17 12.860 47.027 84.267 148.480 13.323 53.294 119.912 213.177 

30 5.00 9.025 33.789 69.482 111.810 9.252 37.010 83.272 148.039 

梁长/m 跨宽比 
考虑剪滞和轴力 考虑剪滞 

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ 

10 1.67 72.106 236.248 475.825 798.013 76.145 258.455 507.701 822.362 

15 2.50 34.643 118.741 236.248 387.094 35.446 128.254 258.455 417.605 

20 3.33 20.170 72.106 145.115 236.248 20.303 76.145 157.833 258.455 

25 4.17 13.138 48.391 99.087 161.894 13.108 50.173 106.209 176.583 

30 5.00 9.216 34.643 72.106 118.741 9.148 35.446 76.145 128.254 

注：Ⅰ～Ⅳ为一至四阶频率；跨宽比=l/2b。 
 
的增大，附加轴力对自振频率的影响略微变大，但

稳定在 10%左右。当假设简支梁变形时，中性轴与

形心轴位置一致，而实际变形过程中，轴力会对结

构的振动产生影响[17]，中性轴与形心轴的位置会产

生一定偏移，从而产生了附加轴力。附加轴力会使

简支箱梁的相对刚度减小，从而导致结构的自振频

率降低，进而使得简支箱梁的自振频率降低。附加

轴力对自振频率计算精度的影响已经超过了工程

精度的容许值，故求解箱梁自振频率过程中，对附

加轴力的考虑是必要的。 
通过对不同振型阶数考虑剪力滞效应、初等梁

理论、推算方法与有限元建模所得的自振频率进行
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比值分析。令有限元结果为 1，各计算结果如图 2
所示。从图 2 可以看出，当振型阶数一定时，这 3
种方法随着跨宽比的增加，与有限元模拟结果逐渐

接近。当跨宽比为 1.67 时，本计算方法与其他两种

方法相比，最为接近有限元的结果。当跨宽比为 5
时，3 种方法与有限元结果均相近。当振型阶数从

一阶到四阶时，3 种方法与有限元的计算结果的比

值均大，但推算计算方法所得结果相比于其他 2 种

方法与有限元结果最为接近。由于简支箱梁的剪力 

表 2  附加轴力的影响 

Table 2  Effect of the additional axial force 
跨宽比 考虑剪滞和轴力 考虑剪滞 有限元法 附加轴力的影响/%

1.66 1 206.825 1 310.283 1 136.900 9.1 

2.50 573.773 625.345 552.430 9.3 

3.33 346.111 375.397 308.850 9.4 

4.17 236.247 258.586 226.810 9.8 

5.00 172.478 189.579 157.901 10.8 

注：附加轴力的影响=(考虑剪滞的结果−考虑剪滞和轴力所求结果)/有限

元法所求结果。 

 
 

     
(a) 一级振型                                        (b) 二阶振型                     

     
(c) 三阶振型                                     (d) 四阶振型                       

图 2  自振频率的比值 

Fig. 2  Ratio of natural frequency 
 
滞效应程度受到跨宽比的影响，当跨宽比越小，剪

力滞效应越严重，减小了结构的相对刚度，因此，

对简支箱梁的自振频率降低程度越大。 
 

3  结论 
 

通过对简支箱梁纵向静力平衡状态下的剪力

滞效应分析，得出的结论为： 

1) 推算的结果与 ANSYS 有限元的较为接近，

精度能够满足工程需求，具有一定实用性。 
2) 考虑剪力滞效应的自振频率，相比于初等梁

理论偏小，是因为剪力滞效应减小了箱梁的相对刚

度，使得简支箱梁的自振频率降低，且结构随着跨

宽比的减小，剪力滞效应越明显。 
3) 附加轴力会造成箱梁相对刚度的减小和自

振频率的降低。 
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