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任意不等跨等截面连续梁自由振动分析

陈得良，李耕  

（长沙理工大学  土木工程学院，湖南  长沙    410114）
摘　要：以等截面任意不等跨连续梁为对象，基于Euler-Bernoulli梁理论，利用分段梁模型和分离变量法，在考虑连

续梁边界以及梁段位移连续性条件的基础上，提出了任意多跨不等跨连续梁固有频率和振动模态分析新方法。利

用该方法可高效得到任意不等跨连续梁的固有频率和振动模态，该方法将为多跨连续梁车-桥耦合等受迫振动响

应研究提供新的思路和便利。
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Free vibration analysis of constant cross section continuous beams with 

arbitrary unequal spans

CHEN Deliang， LI Geng

（School of Civil Engineering， Changsha University of Science & Technology， Changsha  410114， China）

Abstract：Based on Euler-Bernoulli beam theory， segmented beam model， and separation variable 

method， a new method for analyzing the natural frequencies and vibration modes of any multi span and 

unequal span continuous beam is proposed on the basis of considering the boundary and displacement 

continuity conditions of the continuous beam， which can be used to efficiently obtain the natural 

frequencies and vibration modes of arbitrary unequal span continuous beams. This method will provide 

new ideas and convenience for the study of forced vibration response such as multi-span continuous 

beam vehicle-bridge coupling. 

Key words：multi-span continuous beam；constant cross section；Euler-Bernoulli beam；free vibration；

iterative method

连续梁桥作为一种常见的桥梁结构形式，在桥

梁建设中得到了广泛应用［1-2］。当前，对于梁类结构

振型函数和自振频率的研究主要有离散法与连续

法两种方法［3-4］。前者将桥梁结构视为一个多自由

度的离散系统，其计算精度取决于结构的离散程

度；后者将桥梁结构视为一个结构参数连续体系，

通过建立无限自由度系统控制方程，将模态参数的

解简化为超越方程的解。对简支梁结构，采用连续

法可得到解析解［5］，对于连续梁结构，则难以得到解

析解。

为了获得连续梁的振型函数，国内外相关研究

人员分别采用了不同的求解思路。LEE［6］采用拟谱

法得到了不同边界条件下不同尺寸比和截面数的

多跨梁的自由振动特性。宋一凡［7］研究了公路桥梁
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振型函数和固有频率的分析方法，并得到了一至四

跨等跨等截面梁的振型函数和自振频率。李吉［8］将

多跨连续梁按单跨梁来处理，通过将支座对梁的作

用考虑成未知荷载，推导了多跨连续梁的振动频率

和振型函数，该方法简单但易受边界条件的限制。

CARUNTU［9］通过将梁的四阶横向振动微分方程分

解成两个二阶微分方程，得到了抛物线型悬臂梁固

有频率和振型。LIN等［10］提出了直接用连续梁运动

微分方程求解系统固有频率和相应振型的解析方

法。此外，LIN 等［11］继续将这种解析方法推广到了

多个弹性梁段和多个刚体组成的混合梁的固有频

率和振型分析中。刘寒冰等［12］基于分段思维，根据

边界条件和振型在每跨内的传递关系，得到了桥梁

的自振频率和振型。BOIANGIU等［13］利用贝塞尔函

数得到了变截面直梁自由弯曲振动微分方程，并通

过数值分析验证了所提出的传递矩阵对多阶梁固

有频率计算的有效性。随着计算方法的优化，一些

研究人员开始考虑含轴向变化的梁结构的振动影

响。SıNıR 等［14］考虑了非均匀截面的影响，应用微

分求积法研究了功能梯度欧拉-伯努利悬臂梁的自

由和强迫振动特性。FAKHREDDINE 等［15］基于哈

密尔顿原理和谱分析，采用一种近似方法求解了四

跨梁的非线性模态和相应的主梁曲线。GAO 等［16］

基于区域分解方法，利用瑞利-里兹法得到了多跨

梁结构的自由振动特性。

上述文献分析表明，对多跨梁固有频率和振型

的精确解已有不少研究，但求解过程仍然相对复

杂。本文基于Euler-Bernoulli梁理论，利用分段梁模

型，根据边界物理条件，建立了多跨连续梁固有频

率和振型的理论公式，并研究了多跨梁的固有频率

和振动响应，方法简单且计算效率高。

1　多跨连续梁振动方程及固有频率

图 1 给出了多跨连续梁结构模型，该连续梁模

型的截面抗弯刚度 EI（x）和跨数 m 为定值。基于

Euler-Bernoulli 梁理论，第 s跨均匀梁段自由振动方

程可写为：

EI ( x ) ∂4 ws( )x，t
∂x4 + ρA ∂2 ws( )x，t

∂t2 = 0 （1）
式中：E 为梁的弹性模量；I（x）为梁在 x处的截面惯

性矩；ρ为材料密度；A为梁的截面面积；ws（x，t）为竖

向振动位移量。

m

y

x x

ls ls+1
EI（x）

图1　多跨梁结构计算模型

Fig. 1　Calculation model of multi-span beams structure

利用分离变量法，将第 s跨ws ( x，t ) 写为：

ws ( x，t ) = ∑
i = 1

∞
qi ( t ) ⋅ Yi，s ( x ) （2）

式中：qi ( t ) 为连续梁的第 i 阶模态广义坐标；Yi，s ( x )
为第 s跨的振型函数。

则连续梁整体的w ( x，t ) 可写为：

w ( x，t ) = ∑
i = 1

∞
qi ( t ) ⋅ Yi ( x ) （3）

式中：Yi ( x ) 为连续梁的第 i阶振型函数，须满足该跨

的边界条件及连续性条件，且有：

Yi ( x ) = ∑
s = 1

N

asYi，s ( )x （4）
式中：N为总跨数。

将式（2）代入式（1）可得：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

d4Yi，s( )x
dx4 - λ4Yi，s( )x = 0

d4 qi( )t
dt4 - ω2 qi( )t = 0

（5）

式中：ω为梁体振动的自振频率；中间量λ为：

λ = ω2 ⋅ m
EI ( x )

4
（6）

式（5）中的第1式可写为：
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Yn，s ( x ) = An，s sin λn x + Bn，s cos λn x + Cn，s sinh λn x + Dn，s cosh λn x （7a）
        Y ′n，s ( x ) = λn( )An，s cos λn x - Bn，s sin λn x + Cn，s cosh λn x + Dn，s sinh λn x （7b）

Y ″n，s ( x ) = λ2
n( )-An，s sin λn x - Bn，s cos λn x + Cn，s sinh λn x + Dn，s cosh λn x （7c）

式中：Y ′n，s( )x 、Y ″n，s( )x 分别为 Yn，s( )x 对 x的一阶、二阶

导数；An，s、Bn，s、Cn，s、Dn，s为由边界连续性条件决定的

待定常数；n为模态阶数。

由连续梁左侧边界条件可得到：

        ìí
î

ïï
ïï

Yn，1( )0 = 0
Y ″n，1( )0 = 0 （8）

将式（8）写成矩阵形式为：

[ ]H1，0 { }X1 = 0 （9）
其中，

[ ]H1，0 = é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 1 0 1

0 1 0 -1 （10）
{ }X1 = ( )An，1 Bn，1 Cn，1 Dn，1

T
（11）

同理，由连续梁右侧边界条件可得到：

ì
í
î

ïï

ïï

Yn，m( )lm = 0
Y ″n，m( )lm = 0 （12）

式中：lm为第m跨的跨径长度。

将式（12）写成矩阵形式：

[ ]Hm，lm
{ }Xm = 0 （13）

由第 s跨与第 s+1跨边界连续性条件可得到：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

Yn，s( )ls = 0
Yn，s + 1( )0 = 0
Y ′n，s( )ls = Y ′n，s + 1( )0
Y ″n，s( )ls = Y ″n，s + 1( )0

（14）

将式（14）写成矩阵形式：

[ ]Hs，ls
Hs + 1，0 { }Xs

Xs + 1
= 0 （15）

联立式（9）、（13）、（15）可得到：

[ ]H { }X = 0 （16）
其中，

[ ]H =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

úH1，0 0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 0
H1，l1 H2，0 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0

0 H2，l2 H3，0 0 ⋯ ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ ⋯ Hs，ls

Hs + 1，0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ Hm，lm

（17）
{ }X = ( )X1 X2 ⋯ Xs Xs + 1 ⋯ Xm

T    （18）
要使得上述方程组存在非零解，则有：

|| H = 0 （19）
对式（19）进行迭代计算，即可获得任意跨连续

梁的n阶固有频率ωn。

2 五跨不等跨连续梁自由振动分析

本文以三跨等跨连续梁为对象得到的振动频

率计算公式和文献［17］中的完全一致，说明本文方

法是合理的。

三跨连续梁的前三阶固有频率为：

ω1，3 = π2

l2
EI（x）

ρA

ω2，3 = 3.552

l2
EI（x）

ρA

ω3，3 = 4.302

l2
EI（x）

ρA

（20）

式中：l为结构计算跨径；ω1，3、ω2，3、ω3，3为三跨连续梁

前三阶固有频率。

不全等跨五跨连续梁模型截面尺寸及各跨长

度如图2所示。

18 20 26 20 18

0.5

1.3 1.3

图2　五跨连续梁模型（单位：m）

Fig. 2　The model of five-span continuous beams （unit：m）
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主梁的材料属性及截面特性见表 1。建立有限

元模型如图3所示。

表1　桥梁截面几何特性参数及材料参数

Table 1　The geometrical characteristics and material 

parameters of bridge section

A/ m2

0.65

Izz/ m4

0.013 54

Iyy/ m4

0.091 54

Ixx/ m4

0.041 07

E/ Pa

3.0×1010

ρ/ （kg‧m-3）

2 400
          注：表中 Ixx、Iyy、Izz为截面相对于 x、y、z轴的惯性矩。

（a） 模型图

（b） 立面图

图3　五跨连续梁有限元模型

Fig. 3　The finite element model of five-span continuous 

beams

由式（19）可得中间量λ1，5、λ2，5、λ3，5：

ì
í
î

ïï

ïïïï

λ1，5 = 0.141 749
λ2，5 = 0.174 215
λ3，5 = 0.183 261

（21）

根据λn = ωn
2 ⋅ m

EI ( x )
4

得到前三阶固有频率为：

ì
í
î

ïï

ïïïï

ω1，5 = 4.243 Hz
ω2，5 = 6.409 Hz
ω3，5 = 7.092 Hz

（22）

式中：ω1，5、ω2，5、ω3，5为五跨连续梁前三阶固有频率。

由表 2 可看出，本文方法所得结果与有限元模

型计算结果吻合良好。将所得固有频率代入式

（16），即可得到五跨连续梁的各阶振型，其振型系

数及幅值见表3～6。
图 4～6 给出了本文方法与有限元模型计算所

得振型的对比。从图 4～6可以看出，文所方法所得

振型与有限元模型计算所得结果基本一致。

表2　连续梁前三阶固有频率

Table 2　The first three inherent frequencies of continuous 

beam

阶数

1
2
3

本文方法所得固有频

率/ Hz
4.243
6.409
7.092

有限元模型计算所得

固有频率/ Hz
4.238
6.396
7.078

误差/ %

0.118
0.203
0.198

表3　第1阶振型函数中常数值

Table 3　The constant value in the first mode function

s

1
2
3
4
5

An，s

0.001 39
0.002 84
0.004 87
0.001 82
0.000 44

Bn，s

0.000 00
0.000 97
0.003 51
0.002 39
0.001 32

Cn，s

-0.000 12
0.011 17

-0.343 66
-14.489 00
115.246 00

Dn，s

0.000 00
-0.011 15

0.343 66
14.489 00

-115.246 00

表4　第2阶振型函数中常数值

Table 4　The constant value in the second mode function

s

1
2
3
4
5

An，s

-0.004 37
-0.004 34
-0.001 60
-0.002 04
-0.002 06

Bn，s

0.000 00
0.000 00

-0.000 96
-0.003 82
-0.003 86

Cn，s

0.000 00
0.000 43

-1.087 00
99.709 70
56.113 40

Dn，s

0.000 00
-0.000 43

1.087 00
-99.709 70
-56.113 40

表5　第3阶振型函数中常数值

Table 5　The constant value in the third mode function

s

1
2
3
4
5

An，s

0.004 63
0.003 09

-0.000 23
0.003 09
0.004 57

Bn，s

0.000 00
0.000 24
0.002 93

-0.000 24
-0.000 72

Cn，s

0.000 10
-0.021 10

2.236 30
267.045 00

-3 515.475 00

Dn，s

0.000 00
0.021 10

-2.236 30
-267.045 00
3 515.475 00
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表6　连续梁前3阶振型幅值

Table 6　The amplitude of the first three modes of continuous 

beam （10-3 m）      

位置

支座

第1跨跨中

第2跨跨中

第3跨跨中

第4跨跨中

第5跨跨中

连续梁前3阶振型幅值

1阶

0.0
1.1

-2.6
6.5

-2.6
1.1

2阶

0.0
-4.4

4.5
0.0

-4.5
4.4

3阶

0.0
4.7

-3.1
-3.3
-3.1

4.7

有限元
本文方法

y 1
/ m

x/ m
0      10    20     30     40    50     60    70     80     90   100

0.008
0.006
0.004
0.002
0.000

-0.002
-0.004

图4　第1阶振型曲线

Fig. 4　Vibration mode curve of the first order

有限元
本文方法

x/ m0      10     20     30     40    50     60     70      80     90   100

0.006
0.004
0.002
0.000

-0.002
-0.004
-0.006

y 2
/ m

图5　第2阶振型曲线

Fig. 5　Vibration mode curve of the second orde

有限元
本文方法

x/ m0      10     20     30     40     50     60    70      80     90   100

0.006
0.004
0.002
0.000

-0.002
-0.004
-0.006

y 3
/ m

图6　第3阶振型曲线

Fig. 6　Vibration mode curve of the third order

3 六跨不等跨连续梁固有振动分析

为验证本文方法的普适性，现考虑不全等跨的

六跨连续梁模型，其截面尺寸及各跨长度如图 7所

示。桥梁截面参数见表7。
由式（19）可得中间量λ1，6、λ2，6、λ3，6：

ì
í
î

ïï

ïïïï

λ1，6 = 0.132 814
λ2，6 = 0.156 733
λ3，6 = 0.177 745

（23）

根据λn = ωn
2 ⋅ m

EI ( x )
4

得到前3阶固有频率为：

ì
í
î

ïï

ïïïï

ω1，6 = 3.725 Hz
ω2，6 = 5.187 Hz
ω3，6 = 6.671 Hz

（24）

式中：ω1，6、ω2，6、ω3，6为六跨连续梁前三阶固有频率。

由表 7 可知，本文方法所得结果与有限元模型

计算所得结果吻合良好。将所得固有频率代入式

（16），即可得到六跨连续梁的各阶振型。

图 8～10给出了本文方法与有限元模型计算所

得振型的对比。从图 8～10 可以看出，本文方法所

得结果与有限元模型计算所得结果基本一致，这进

一步验证了本文方法的正确性。

18 182020 26 26

0.5

1.3 1.3

图7　六跨连续梁模型（单位：m）

Fig. 7　The model of six-span continuous beam （unit：m）
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表7　连续梁前3阶固有频率

Table 7　The first three inherent frequencies of continuous 

beam

阶数

1
2
3

本文方法所得固有频

率/ Hz
3.725
5.187
6.671

有限元模型计算所得

固有频率/ Hz
3.721
5.180
6.658

误差/ %

0.107
0.135
0.195

有限元
本文方法

x/ m0   10   20   30   40   50   60  70   80   90  100 110 120 130

0.006
0.004
0.002
0.000

-0.002
-0.004
-0.006

y 1
/ m

图8　第1阶振型曲线

Fig. 8　The first mode shape

有限元
本文方法

x/ m

0.006
0.004
0.002
0.000

-0.002
-0.004

y 2
/ m

0   10   20   30   40   50   60  70   80   90  100 110 120 130

图9　第2阶振型曲线

Fig. 9　The second mode shape

有限元
本文方法

x/ m

0.006
0.004
0.002
0.000

-0.002
-0.004
-0.006

y 3
/ m

0   10   20   30   40   50   60  70   80   90  100 110 120 130

图10　第3阶振型曲线

Fig. 10　The third mode shape

对奇数跨及偶数跨连续梁的数值算例表明，本

文方法不仅可以快速分析得到多跨梁结构振动频

率，还能准确获得结构的模态振型，且求解方法

简便。

4　结论

本文基于Euler-Bernoulli梁理论，通过分段的思

路，运用半解析法计算多跨等截面连续梁在奇、偶

跨情况下的自振频率和振型函数，得到以下结论：

1） 本文方法能对任意多跨连续梁进行固有频

率和振型分析，计算思路简单明确，只需根据跨数

的不同进行简单的矩阵迭代求解即可，对于任何桥

梁截面形式均可。

2） 本文提出了多跨连续梁振型分析公式，并将

其应用于多跨连续梁受迫振动（如车-桥耦合振动）

下的响应分析，相比以往的方法具有极大优势，有

利于实际工程应用和参数化研究。
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